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Введение 

Представлен отчет по выполнению конкурсного задания 

«Трубопровод с теплоносителем. Модальный анализ» в рамках 

Всероссийской олимпиады по математическому моделированию по 

направлению «прочность». 

 
Постановка задачи 

Требуется построить конечно-элементную модель участка стального 

трубопровода и определить первые 3 собственные частоты конструкции. 

Схема конструкции представлена на рисунках 1и 2. 

При расчете учесть влияние теплоносителя. 

Условия закрепления: торцы моделируемого участка трубопровода 

жёстко закреплены. 

Исходные данные представлены в таблице 1. 

 

Рисунок 1 – Общий вид конечно элементной 

модели 



 

Рисунок 2 – Сечение трубопровода 

Таблица 1 – Исходные данные 
 

Наименование параметра 
Обозначение параметра, 

единицы измерения 

Величина 

параметра 

Длина участка 

трубопровода 
L, мм 1000 

Радиус гиба трубопровода 
(по средней линии) 

R, мм 200 

Внешний диаметр 

трубопровода 
D, мм 100 

Внутренний диаметр 

трубопровода 
d, мм 50 

Модуль упругости стали E, ГПа 200 

Коэффициент Пуассона 

стали 
ν 0,3 

Плотность стали ρст, кг/м3 7850 

Плотность теплоносителя ρт, кг/м3 1000 

 

 

  



Теоретическая часть 

 

При проведении классического модального анализа конструкции без 

учета демпфирования осуществляется поиск собственных частот и 

соответствующих им форм свободных колебаний рассматриваемой 

конструкции. Для этого рассматривается однородное уравнение без учета 

члена уравнения, отвечающего за демпфирование, и без вектора правой части, 

описывающего прикладываемые нагрузки (для поиска свободных колебаний): 

 

(1) 

 где – матрица масс конструкции; 

– матрица жесткости; 

 и  – вектора узловых перемещений, скорости и ускорения. 

Предполагается, что конструкция ведет себя линейно, что означает 

игнорирование всех видов нелинейностей: материальной (рассматривается 

линейное упругое поведение материалов), случай малых деформаций 

(отсутствует учет эффектов, связанных с геометрической нелинейностью), 

контактной (контактное взаимодействие учитывается в линейной постановке 

без изменения контактного пятна). 

 Решение уравнения (1) ищется в виде (2): 

  (2) 

 где  – вектор с амплитудами перемещений в степенях свободы 

конструкции; 

 – частота колебаний. 

 После подстановки решения в форме (2) в уравнение (1) получается 

матричное уравнение (3): 

  (3) 

 Поскольку интересует нетривиальное решение уравнения (3), то для 

него решается задача на собственные числа и вектора, в результате чего 

получается набор пар  и , соответствующих i - ой собственной частоте 

рассматриваемой конструкции и ее форме свободных колебаний. Как правило, 

интересуют не все собственные частоты конструкции , а только 

относительно небольшое их количество с минимальными значениями. 

Поэтому при поиске собственных частот конструкции решается частичная 

проблема на собственные значения. 



Наряду с круговой собственной частотой  также вводится 

собственная частота , определяющая число колебаний в единицу времени, 

и вычисляемая по формуле (4): 

 

(4) 

Полученные в результате решения вектора  являются взаимно 

ортогональными относительно матриц  и  и определены с точностью до 

множителя. В ЛОГОС-Прочность  нормируются в соответствии с 

формулами (5), т.е. являются ортонормированными относительно матрицы 

: 

  
(5) 

 

Выбранные параметры конечно-элементной модели и их обоснование 

 

Создаём задачу «Логос – Прочность (рисунок 3). 

 

Рисунок 3 

Для большей скорости решения воспользуемся многопоточностью 

процессора (рисунок 4). 

 



 

Рисунок 4 

Сохраним рабочую директорию и пропишем путь к ней (рисунок 5). 

 

Рисунок 5 

Создаём компонент под названием «Труба» (рисунок 6 – 7). 

 



 

Рисунок 6 

 

Рисунок 7 

 

Все физические величины будем задавать в системе СИ. 

На панели «Операции» в инструменте «создание ребер» выбираем 

«создание ребра: по двум точкам» (рисунок 8). 



 

Рисунок 8 

Создаём ребра с координатами  (рисунок 9 – 12). 

 

Рисунок 9 

 

Рисунок 10 

 



 

Рисунок 11 

 

Рисунок 12 

На панели «Операции» в инструменте «создание ребер» выбираем 

«создание ребра: по дуге окружности» (рисунок 13 – 16). 

Способ создания «По центру и двум точкам» (рисунок 13). 



 

Рисунок 13 

Выбираем центр и интерактивно две точки на построенных ранее рёбрах  

Способ создания «По центру и двум точкам» 

 

 

Рисунок 14 



 

Рисунок 15 

 

Рисунок 16 

На панели «Операции» в инструменте «создание ребер» выбираем 

«создание ребра: по окружности» (рисунок 17 – 18). 

Способ создания «По центру и радиусу» 

Направление по «Х» 

Радиус для первой окружности «0,05» 

Радиус для второй окружности «0,025» 



 

Рисунок 17 

 

 

Рисунок 18 

На панели «Операции» в инструменте «создание граней» выбираем 

«создание грани: линейчатая поверхность» (рисунок 19 – 20). 

Интерактивно выбираем первый и второй набор рёбер 



 

Рисунок 19 

 

Рисунок 20 

 

На панели «Операции» в инструменте «создание тел» выбираем 

«создание тела: заметанием» (рисунок 21 – 22). 

Интерактивно выбираем созданную ранее грань и ребро 

Способ создания «Параллельный перенос» - тело формируется 

параллельным переносом исходной грани вдоль направляющей 

 



 

Рисунок 21 

 

Рисунок 22 

Для создания изгиба трубы выбираем (рисунок 23 – 24). 

Способ создания «Перенос с сохранением исходного угла» - при 

протягивании будет сохраняться наклон исходной грани 

Это позволит нам протянуть сетку вдоль всей трубы  

 



 

Рисунок 23 

 

 

Рисунок 24 

Повторяем действия для следующих элементов (рисунок 25). 



 

Рисунок 25 

На панели «Операции» в инструменте «Сетка» выбираем «Генерация 

поверхностной сетки», «построение поверхностной сетки» (рисунок 26). 

Тип сетки «Четырёхугольная» 

Снимаем галку «Строить согласованную сетку» 

Интерактивно выбираем торцевую грань  

 

Рисунок 26 

Число разбиений устанавливаем на 20 при этом образуется два элемента 

по толщине трубы. Характерный размер элемента приблизительно равен 

0,0125 м или 12,5 мм. (рисунок 27 – 28). 



 

Рисунок 27 

 

 

Рисунок 28 

На панели «Операции» в инструменте «Сетка» выбираем «Генерация 

объёмной сетки», «построение объёмной сетки протягиванием» (рисунок 29 – 

30). 

Число слоёв «30» 

Снимаем галку «Строить согласованную сетку» (пока согласовывать с 

нечем) 

Интерактивно выбираем стартовую грань и тело 

 

 



 

Рисунок 29 

 

Рисунок 30 

На панели «Операции» в инструменте «Сетка» выбираем «Генерация 

объёмной сетки», «построение объёмной сетки протягиванием» (рисунок 31). 

Число слоёв «15». 

Ставим галку «Строить согласованную сетку», «Использовать 

автосшивку» для согласования и объединения узлов с уже построенной 

сеткой.  

Интерактивно выбираем стартовую грань и тело 

 



 

Рисунок 31 

Остальные элементы сетки протягиваем с согласованием и автосшивкой 

(рисунок 32). 

 

 

Рисунок 32 

В дереве выбираем «Информация о модели» видим, что наша сетка 

состоит из объёмного элемента «Шестигранник» и плоского 

«Четырёхугольник» (рисунок 33). 



 

Рисунок 33 

Далее необходимо удалить 2D построенную сетку на грани, для этого на 

панели «Операции» в инструменте «Сетка» выбираем «Удаление сетки», 

«Удаление сетки» (рисунок 34 – 35). 

Параметры: удаление сетки на гранях; 

В строке выбора выбираем все 



 

Рисунок 34 

 

Рисунок 35 



На панели «Операции» в инструменте «Сетка» выбираем «Проверка 

сетки», «Анализ качества сетки» (рисунок 36). 

Убеждаемся, что по всем критериям у нас нет плохих ячеек 

 

 

Рисунок 36 

Создаём подобласти по компонентам (рисунок 37 – 38). 

 

Рисунок 37 

Снимаем галку с параметра «разделять по типу ячеек» 



 

Рисунок 38 

На рисунке видно число узлов (9960) и элементов (6600) (рисунок 39). 

 

Рисунок 39 

Во вкладке «Наборы узлов» создаём два набора (рисунок 40). 

 

Рисунок 40 

Активируем функцию па панели «Отбирать элементы по углу». 



Для каждого набора узлов выделяем соответствующий торец трубы 

(рисунок 41 – 42). 

 

Рисунок 41 

 

Рисунок 42 

Во вкладке «Задача» выбираем тип расчёта «модальный анализ» 

(рисунок 43). 

 

Рисунок 43 

Для упрощения задачи необходимо исключить из модели теплоноситель 

т.к. он не имеет жёсткости, а для того чтобы учесть его влияние необходимо 

добавить его массу в массу трубы. Для этого необходимо пересчитать 

плотность трубы. 



 

Пусть:  

ρ1 – плотность стали; 

ρ2 – плотность теплоносителя; 

V1 – это объём по внешнему диаметру; 

V2 – это объём по внутреннему диаметру; 

Тогда V1-V2 – это объём трубы; 

 

А скорректированная плотность равна  

𝜌 =
(𝑉1 − 𝑉2) ∙ 𝜌1 + 𝑉2 ∙ 𝜌2

(𝑉1 − 𝑉2)
=

(𝑉1 − 𝑉2) ∙ 𝜌1

(𝑉1 − 𝑉2)
+

𝑉2 ∙ 𝜌2

(𝑉1 − 𝑉2)
= 𝜌1 + 𝜌2

𝑉2

(𝑉1 − 𝑉2)

= 𝜌1 +
𝜌2

𝑉1

𝑉2
− 1

 

 

После упрощения получаем: 

𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2 ∙
𝑉2

𝑉1 − 𝑉2
 

Таким образом 
𝑉2

𝑉1−𝑉2
 это коэффициент добавления при пересчёте 

плотности, отношение объёма теплоносителя к объёму трубы. 

Это значит, что трубу можно рассматривать только на одном участке, 

отбросив остальные. 

Рассмотрим трубу на прямолинейном участке 

𝑉2

𝑉1 − 𝑉2
=

2𝜋𝑟2
2 ∙ ℎ

2𝜋𝑟1
2 ∙ ℎ − 2𝜋𝑟2

2 ∙ ℎ
=

2𝜋𝑟2
2 ∙ ℎ

(𝑟1
2 − 𝑟2

2)2𝜋ℎ
=

𝑟2
2

𝑟1
2 − 𝑟2

2
 

Где 

r1 – это радиус по внешнему диаметру; 

r2 – это радиус по внутреннему диаметру; 

 

𝑟2
2

𝑟1
2 − 𝑟2

2
 

Получается, что для пересчёта необходимо отношение квадрата 

внутреннего радиуса к разности квадратов внешнего и внутреннего радиуса 

𝑟2
2

𝑟1
2 − 𝑟2

=
252

502 − 252
=

625

2500 − 625
=

625

1875
≈ 0,333 … 

Вычисляем скорректированную плотность: 



𝜌 = 𝜌1 + 𝜌2 ∙ 0,333 

𝜌 = 7850 + 1000 ∙ 0,333 = 8 183 кг/м3 

Во вкладке «Материалы» добавляем материал. (рисунок 44). 

 

Рисунок 44 

Добавляем свойства к материалу во вкладке «Основные» выбираем 

«Плотность», во вкладке «Модели деформирования», «Упругие» выбираем 

«Изотропная» (рисунок 45). 

 



 

Рисунок 45 

В свойствах задаём скорректированную плотность, модуль упругости и 

коэффициент Пуассона (рисунок 46 – 47). Все данные задаем в системе СИ. 

 

Рисунок 46 



 

Рисунок 47 

 

Во вкладке «Параметры счетных модулей», «Свойства подобластей» 

добавляем набор (рисунок 48). 

 

 

Рисунок 48 

Добавляем материал к созданному ранее набору (рисунок 49). 

 



 

Рисунок 49 

Далее добавляем к этому набору созданную нами подобласть (рисунок 

50). 

 

Рисунок 50 

Во вкладке «Параметры счетных модулей», «Модальный анализ» 

выбираем число собственных частот равный 3(рисунок 51). 



 

Рисунок 51 

Во вкладке «Граничные условия», «Закрепления», добавляем два 

закрепления в наборах (рисунок 52). 

 

 

Рисунок 52 

 



Каждому закреплению выбираем набор узлов и запрещаем им 

перемещение по осям «X», «Y», «Z» (рисунок 53 – 54). 

 

Рисунок 53 

 

Рисунок 54 

Запускаем расчётную задачу, по завершении расчёта просматриваем 

результаты 

 

Результаты расчетов 

На рисунке отображены первые три собственные частоты конструкции 

(рисунок 55). Все результаты расчетов выдаются в системе СИ. 



 

Рисунок 55 

 

Таблица 2 – Собственные частоты и собственные формы колебаний 

Номер 

собственной 

частоты 

Собственная 

частота, Гц 

Собственная форма 

1 34.20 

 

2 47.47 

 

3 60.22 

 



Оценка сходимости результатов 

Для проверки сходимости результатов необходимо провести 

моделирование на сетке с крупными и измельчёнными конечными 

элементами. После чего оценить разницу результатов и выбрать оптимальный 

размер элемента. 

 

Сетка: один элемент по толщине (рисунок 56 – 57). Характерный размер 

элемента ~ 25 мм.  

 

Рисунок 56 

 

Рисунок 57 

Результаты моделирования на сетке один элемент по толщине  

(рисунок 58). 



 

Рисунок 58 

Измельчённая сетка 4 элемента по толщине (рисунок 59 – 60). 

Характерный размер элемента ~ 6,25 мм. 

 

Рисунок 59 

 



 

Рисунок 60 

Результаты моделирования на сетке четыре элемент по толщине 

(рисунок 61). 

 

 

Рисунок 61 

 



 

 

График сходимости – зависимость собственных частот от числа 

элементов по толщине 

 

Таблица 3 – Собственные частоты в зависимости от числа элементов по 

толщине 

№ собственной 

частоты 

Частота, Гц 

1 элемент по 

толщине 

2 элемента по 

толщине 

4 элемента по 

толщине 

1 30.26 34.20 34.44 

2 46.00 47.47 47.85 

3 58.45 60.22 60.67 

 

Таблица 4 – Отличие результатов расчета на разных сетках 

№ собственной 

частоты 

Отличие результатов, % 

1 элемент относительно 2 

элементов 

2 элемента относительно 4 

элементов 

1 11,5 0,7 

2 3,1 0,8 

3 2,9 0,7 

 

По данным таблицы 4 видно, что результаты определения собственных 

форм на сетке с двумя элементами по толщине трубы отличаются от 

результатов с четырьмя элементами не более, чем на 1 %, что можно считать 
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удовлетворительной точностью в инженерных расчетах. В целях экономии 

вычислительных ресурсов можно рекомендовать использовать сетку с двумя 

элементами по толщине. 

 

Альтернативный способ решения на основе балочных элементов. 

 

Готовим геометрию в виде срединной линии трубы. (рисунок 62). 

 

Рисунок 62 

Разбиваем каждый отрезок геометрии 1D сеткой равномерно по 100 мм. 

(рисунок 63). 

 

 

Рисунок 63 

 

Объединяем узлы на краях отрезков (рисунок 64). 



 

Рисунок 64 

 

Создаём подобласть  (рисунок 65). 

 

Рисунок 65 

На рисунке  (рисунок 66) видно число узлов (42) и элементов (41) 



 

Рисунок 66 

 

Во вкладке «Наборы узлов» создаём один набор и помещаем в него 

начальный и конечный узел трубы (рисунок 67). 

 

 

Рисунок 67 

 

Во вкладке «сечение балок» создаём сечение, с параметрами (рисунок 

68 – 69): 

Тип сечения: TRUBE 

Наружный радиус трубы 0,05м. 

Внутренний радиус трубы 0,05м. 

 



 

Рисунок 68 

 

 

Рисунок 69 

Во вкладке «Параметры счетных модулей», «Свойства подобластей» 

добавляем набор, в нём выбираем материал* и добавляем подобласть (рисунок 

70 – 71): 

*Материал в данном варианте решения задан аналогично предыдущему 

решению. 



 

Рисунок 70 

 

 

Рисунок 71 

Во вкладке «Параметры счетных модулей», «Свойства подобластей» 

добавляем набор (рисунок 72 – 73). В наборе выбираем тип элемента 

«балочный» применяем созданное ранее сечение, ориентация в данном случае 

не имеет значения. 

 

 

Рисунок 72 

 



 

Рисунок 73 

Во вкладке «Параметры счетных модулей», «Модальный анализ» 

выбираем число собственных частот равный 3 (рисунок 74). 

 

Рисунок 74 

 

Во вкладке «Граничные условия», «Закрепления», добавляем 

закрепление в наборах (рисунок 75). 



Закреплению выбираем набор узлов и запрещаем ему поворот вокруг 

осей «X» , «Y», «Z», а так же перемещение вдоль осей «X» , «Y», «Z». 

 

 

Рисунок 75 

Результаты расчетов 

На рисунке отображены первые три собственные частоты конструкции 

(рисунок 76). Все результаты расчетов выдаются в системе СИ. 

 

Рисунок 76 

  



Таблица 5 – Собственные частоты и собственные формы колебаний 

Номер 

собственно

й частоты 

Собственна

я частота, Гц 

Собственная форма 

1 34.25 

 

2 47.49 

 

3 60.42 

 

 

  



Таблица 6 – Сравнение результатов расчётов балочной модели относительно 

результатов модели на основе объёмных элементов. 

№ собственной 

частоты 

Частота, Гц. Отличие , % 

Модель на основе 

объёмных 

элементов (2 

элемента по 

толщине) 

Модель на 

основе балочных 

элементов 

1 34.20 34.25 0,15 

2 47.47 47.49 0,04 

3 60.22 60.42 0,33 

 

Вывод:  

Балочная модель содержит 42 узла и 41 элемент. Модель на основе 

объёмных элементов (2 элемента по толщине) содержит 9960 узлов и 6600 

элементов. Балочная модель на 3 порядка экономичнее в вычислительном 

плане.  

Результаты, полученные с использованием балочной модели, 

отличаются от результатов, полученных с использованием модели на основе 

объёмных элементов, не более чем 0,5%. 

Данную задачу выгоднее решать с использованием балочной модели. 

 

Заключение 

 

В отчете приведено построение конечно-элементной модели 

трубопровода с теплоносителем на основе объемных элементов. Проведен 

модальный анализ. Выполнена оценка сходимости расчетов с использованием 

различных размеров конечных элементов, в результате которой обоснован 

выбор размера конечного элемента. Получены первые три собственные 

частоты и собственные формы колебаний конструкции. Собственные частоты 

имеют значения: 34.20 Гц (первая), 47.47 Гц (вторая) и 60.22 Гц (третья). 

Предложен альтернативный способ решения задачи в балочной постановке. 

Показано, что при существенной экономии вычислительных ресурсов, модель 

в балочной постановке позволяет получить результаты, отличающиеся от 

результатов модели на основе объемных элементов не более чем на 0,5 %. 


